
체론 복습노트 

.디멘(최정담) 

 



1. 기초 개념 

정의


환의 정의. R이 다음 세 조건을 만족할 때 환이라고 한다. 

1. 덧셈에 대해 아벨군이다. 

2. 곱셈에 대해 모노이드이다. (즉, 연산에 대해 닫혀 있고 결합법칙을 만족한다) 

3. 분배법칙을 만족한다. 

체의 정의. 환이 0을 제외한 곱셈에 대해 아벨군일 때 체라고 한다. 

정의. 

• a ∈ R에 대해 a가 곱셈에 대한 역원을 가질 때 정원unit이라고 한다. 

• a ∈ R에 대해 어떤 b ∈ R가 존재하여 ab = 0일 때 영인자divisor of zero라고 한다. 

• a, b ∈ R에 대해 어떤 정원 u ∈ R가 존재하여 a = bu일 때 a, b를 동반원associates이라고 한다. 

• p ∈ R에 대해 p = ab ⇒ a = 1 ∨ b = 1일 때 p를 기약원irreducible이라고 한다. 

정역의 정의. 교환환 D의 0이 아닌 모든 원소들이 영인자가 아닐 때 D를 정역이라고 한다. 

Note. D가 정역일 때, 소거법칙이 성립함. 즉, ab = ac  ⇒  b = c 

Note. 환, 정역, 체는 각각 Mn(ℝ), ℤ, ℚ의 일반화임. 

몫체의 정의. 정역 D에 형식적 나눗셈 구조를 추가하여 얻어진 체 Frac(D) = D/D* ≅ (D × D*)/~을 몫체라고 한
다. 여기서 D* = D \ {0}이며 a/b ~ c/d  ⇔  ac = bd이다. 

정리. Frac(D)는 D를 포함하는 가장 작은 체이다. 즉, 체 F에 대해 포함 사상 ι: D → F가 존재한다면, 표준 사영 
사상 π: D → Frac(D)에 대해 전사인 λ: Frac(D) → F가 유일하게 존재한다. 



기초 정수론


정리. 다음이 성립한다. 

1. 모든 체는 정역이다. 

2. 모든 유한 정역은 체이다. 

증명. 1은 자명. 2는 counting argument를 사용. 

따름정리. ℤn의 단원들로 이루어진 집합 ℤn×는 곱셈에 대해 군을 이룬다. 

오일러 정리. a와 n이 서로소일 때, aφ(n) ≡ 1 (mod n) 

	 선형 모듈러 방정식의 풀이. d = gcd(a, n)일 때, ax ≡ b (mod n)가 근을 가질 필요충분조건은  
	 d | b인 것이며, 근의 개수는 d개이다. 

정리. 체 F의 곱군 F×의 유한 부분군은 순환군이다. 

증명  G ≤ F×가 유한군이라고 하자. 유한생성 아벨군 정리에 의해 G = ℤ/p1k₁ℤ × ... × ℤ/pnkₙℤ 이다. r = 
lcm(p1k₁, ..., pnkₙ)이라고 하자. 방정식 xr = 1은 F[x]에서 |F×| = p1k₁, ..., pnkₙ개의 근을 가진다. 그런데 근의 개
수는 r을 초과할 수 없으므로, r = p1k₁, ..., pnkₙ이다. 따라서 p1, ..., pn은 서로 다른 소수이며, G = ℤ/rℤ는 순환
군이다. 

아이디얼


아이디얼의 정의. I가 R의 덧셈에 대한 부분군이고, ∀a ∈ R  aI, Ia ⊂ I일 때 I를 R의 아이디얼이라고 한다. 

	 Note. 정의에 의해 아이디얼은 R의 덧셈에 대한 부분군일 뿐 아니라 R의 부분환임. 

	 Note. 준동형사상의 기본정리들은 정규부분군을 아이디얼로 바꿨을 때 동일하게 성립함. 

R이 정역일 때, 

• p가 소수이다 ⇔ pR이 0이 아닌 소 아이디얼이다. 

• c가 기약원이다 ⇔ cR이 {aR : a ∈ R \ R×, a ≠ 0} 중에서 극대이다.  

따름정리. 정역에서 모든 소수는 기약원이다. 

환의 세계 정수의 세계

소 아이디얼: ab ∈ I  ⇒  (a ∈ I) ∨ (b ∈ I) 소수: p | ab ⇒ (p | a) ∨ (p | b)

극대 아이디얼: I ⊂ J  ⇒  (J = I) ∨ (J = R) 기약원: a | p  ⇒  (a = 1) ∨ (a = p)



따름정리. 

1. 환에서 모든 극대 아이디얼은 소 아이디얼이다. 

2. 유한환에서 모든 소 아이디얼은 극대 아이디얼이다. 

군의 세계 환의 세계

N이 G의 정규부분군일 때, G/N은 군이다. I가 R의 아이디얼일 때, R/I는 환이다.

M이 G의 극대정규부분군일 때, G/M은 단순군이다. M이 R의 극대 아이디얼일 때, R/M은 체이다.

n/a M이 R의 소 아이디얼일 때, G/M은 정역이다.



2. 인수분해 

ED ⇒ PID ⇒ UFD


ED의 정의. D가 정역이라고 하자. 다음을 만족하는 함수 v: D → ℤ≥0 가 존재할 때 D를 유클리드 정역이라고 한
다. 또한, 아래를 만족하는 함수를 유클리드 노름이라고 한다. 

1. v(x) = 0 ⇔ x = 0 

2. 임의의 a, b ∈ D (b ≠ 0)에 대해 어떤 q, r ∈ D가 존재하여 a = bq + r이고 v(b) > v(r)이다. 

3. 임의의 a, b ∈ D (b ≠ 0)에 대해 v(a) ≤ v(ab)이다. 

PID의 정의. 정역 D의 모든 아이디얼이 주 아이디얼임. 즉, I ◁ D ⇒ I = <a> for a ∈ D. 

UFD의 정의. 정역 D가 다음 두 조건을 만족함. 

1. 0과 정원이 아닌 D의 모든 원소는 기약원들의 유한곱으로 표현됨. 

•  주 아이디얼에 대해 ACC가 성립 

2. p1…pr과 q1…qs가 같은 원소의 인수분해일 때, r = s이며 적절한 재배열 하에 pᵢ와 qᵢ는 동반원. 

•  Prime ⇔ Irreducible 

ED의 정원. D가 유클리드 정역일 때,  u ∈ D×  ⇔  v(u) = v(1) 

ED ⇒ PID. D가 유클리드 정역이면 D는 PID이다. 

증명. I ◁ D일 때, I의 0이 아닌 원소 중 가장 유클리드 노름이 작은 원소가 I를 생성한다. 

PID satisfies ACC. PID의 모든 아이디얼 체인 I₁ ⊂ I₂ ⊂ …은 길이가 유한하다. 

PID: Prime ⇔ Irreducible. PID의 소 아이디얼은 극대 아이디얼이다. 

	 따름정리. PID ⇒ UFD 



	 증명. ACC로부터 UFD의 1번 조건(분해의 유한성)이 충족되고, Prime ⇒ Irreducible로부터 UFD의 2번 
	 조건(분해의 유일성)이 충족됨. 

D: UFD ⇒ D[x]: UFD


정리. F가 체라면 F[x]는 ED이다. 

증명. 나눗셈 알고리즘 

따름정리. F[x]는 UFD이다. 

정의. D가 UFD라고 하자. 

1. f(x) ∈ D[x]에 대해, 계수의 최대공약수가 1인 f를 원시 다항식이라고 한다. 

2. f(x) ∈ D[x]에 대해, 어떤 원시 다항식 g(x) ∈ D[x]가 존재하여 f(x) = cg(x)이다. 이 때, c ∈ D는 동반원에 한
해 유일하며, f의 내용이라고 한다. 

가우스 제1보조정리. D가 UFD라고 하자. f, g ∈ D[x]가 원시 다항식이라면 fg도 원시 다항식이다. 

증명  어떤 기약원(= 소수) c ∈ D에 대해 c | C(fg)라고 가정하자. <c>는 소 아이디얼이므로, D/<c>는 정역이
다. 표준적으로 정의된 사상 φ: D[x] → (D/<c>)[x]를 생각하자. φ는 준동형 사상임을 쉽게 확인할 수 있으며, 이
에 따라 φ(fg) = φ(f)φ(g)이다. c | C(fg)이므로 φ(fg) = 0이며, D/<c>가 정역이므로, φ(f) = 0 또는 φ(g) = 0이
다. 이것은 f, g가 원시임에 모순되므로, C(fg) = 1이다. 

가우스 제2보조정리. D가 UFD라고 하자. D*가 D의 몫체일 때, f ∈ D[x]에 대해 1과 2는 서로 필요충분조건이다. 

1. f가 D[x]에서 기약이다. 

2. f가 원시 다항식이고, f가 D*[x]에서 기약이다. 

Remark) D*[x]는 D[x]보다 더 많은 정원을 가지므로, 기약원이 되기가 더 쉽다. 

따름정리. D가 UFD라면 D[x]도 UFD이다. 

증명  D의 몫체 D*에 대해 D*[x]는 ED이므로 UFD이다. 따라서 기약인 f(x) ∈ D[x]를 D*[x]의 원소로 생각하면 
f(x) = g1(x) ... gn(x)로 유일하게 소인수분해된다. 우변의 항이 유한하므로, 서로소 n, m ∈ D에 대해 n f(x) = m 
h1(x) ... hn(x) (h1, ... hn ∈ D[x]) 이다. 양변에 C를 취하면 가우스 보조정리에 의해 n = m C(h1) ... C(hn)이 되
며, n, m이 서로소이므로 C(h1) = ... = C(hn) = 1이다. 따라서 n = m이며 f(x) = h1(x) ... hn(x)는 D[x]에서의 인
수분해이다. 



곱 노름


정의. 정역 D 위에서 정의된 곱 노름은 다음을 만족하는 함수 N: D → ℤ이다. 

1. N(x) = 0 ⇔ x = 0 

2. N(ab) = N(a)N(b) 

정리. N이 D 위의 곱 노름일 때 다음이 성립한다. 

1. u는 정원  ⇒  |N(u)| = 1 

2. 1의 역이 성립할 때,  |N(π)| = 소수  ⇒  π는 기약원 

예시. ℤ[i]에서 N(a + bi) = a² + b²은 곱 노름인 동시에 유클리드 노름임을 확인할 수 있음. 따라서 정리의 2번이 
성립하여, |N(π)|가 소수일 때 π는 기약원임. 따라서 5 = (1 + 2i)(1 - 2i)이므로 5는 ℤ[i]의 기약원이 아니지만, 
N(1 ± 2i) = 5는 소수이므로 1 ± 2i는 기약원이 맞음. 

페르마 소수 정리. 소수 p가 p = a² + b² (a, b ∈ ℤ)로 표현될 필요충분조건은 p ≡ 1 (mod 4)인 것이다. 즉, 정
수 소수가 가우스 정수 소수일 필요충분조건은 p ≡ 1 (mod 4) 인 것이다. 

증명. 필요조건은 자명. 충분조건임을 보인다. 

G = (ℤ/pℤ)×라고 하자. |G| = p - 1이므로, |G|는 4로 나누어떨어진다. |G|가 짝수이므로 제곱했을 때 1이 되는, 
1이 아닌 원소 -1이 G에 존재한다. 또한 |G| / 2가 짝수이므로 제곱했을 때 -1이 되는, -1이 아닌 원소 n이 존재
한다. 따라서 n² ≡ -1 (mod p)이며, p | n² + 1이다. 

이제 p를 ℤ[i]의 원소로 보자. p | (n + i)(n - i)이다. 만약 p가 ℤ[i]의 기약원(= 소수)라면, p | n + i 또는 p | n - i인
데 이는 불가능하다. 따라서 p는 기약원이 아니며, 이에 따라 p = zw (z, w ∈ ℤ[i])이다. 복소수의 상등에 의해 w 
= conj(z)이며, p = a² + b²이다. ■ 



3. 환론 

뇌터 환


정리. 환 R에 대해, 다음은 동치이다. 

1. R의 아이디얼이 모두 유한 생성된다. 

2. I₁ ⊂ I₂ ⊂ I₃ ⊂ ...이 아이디얼의 체인일 때, ⋃Ik = In인 자연수 n이 존재한다. (Ascending Chain Condition) 

3. 𝒮가 아이디얼의 집합일 때, 𝒮는 극대(maximal) 아이디얼을 가진다. 

증명. 초른 정리를 사용. 

정의. 위 조건을 만족하는 환을 뇌터 환이라고 한다. 

Remark) PID ⇒ Not 

힐베르트 기저 정리. R이 뇌터 환이라면 R[x]도 뇌터 환이다. 

증명. I ◁ R[x]가 유한하게 생성되지 않는 아이디얼이라고 하자. 선택 공리에 의해 다항식열 (f₁, f₂, ... )이 존재하
여 fi+1은 I \ <f₁, ..., fi> 중 가장 차수가 작은 다항식이다. ai가 fi의 최고차항이라고 하자. R이 뇌터환이므로 충분
히 큰 n에 대해 <a₁, a₂, ....> = <a₁, a₂, ..., an>이다. 그런데 이때 <f₁, f₂, ..., fn>의 원소로 fn+1의 최고차항을 
소거할 수 있어 모순이다. 



4. 체의 확장 

체의 확장


정리. F ≤ E ≤ L일 때, [L : E][E : F] = [L : F]이다. 

정의. F ≤ E가 확장체라고 하자. 체 E의 부분집합 S에 대해, 

• S에 의해 생성된 체 F(S)는 F와 S를 포함하는 E의 가장 작은 부분체이다. 

• S에 의해 생성된 환 F[S]는 F와 S를 포함하는 E의 가장 작은 부분환이다. 

정리. S = {α₁, ..., αₙ}이라고 하자. 

 

 

정의. F ≤ E가 확장체라고 하자. α ∈ E가 F에서 대수적이라는 것은, f(α) = 0인 f(x) ∈ F[x]가 존재한다는 것이다. 

크로네커 정리


대수적 수의 기본정리. F ≤ E가 확장체라고 하자. α ∈ E가 F에서 대수적이라면, α를 근으로 가지면서 기약인 다
항식 p(x) ∈ F[x]가 유일하게 존재한다. 

따름정리. p(x)를 α의 최소다항식이라고 한다. 

크로네커 정리. F가 체라고 하자. 기약다항식 p(x) ∈ F[x]에 대해, F[x]/<p>를 표준적인 방식으로 F의 확장체로 
생각할 수 있다. 이때, 다음이 성립한다. 

1. x + <p>는 p(x)의 근이다. 

2. F ≤ E가 확장체이고 α ∈ E가 p(x)를 최소다항식으로 가질 때, F[α] = F(α) ≅ F[x]/<p>이다. 

F(S ) = { f (α1, …, αn)
g(α1, …, αn)

: f, g ∈ F[x1, …, xn], g ≠ 0}
F[S ] = {f (α1, …, αn) : f ∈ F[x1, …, xn]}



대수적 폐포


대수적 수의 기본정리. F ≤ E 



5. 유한체  

유한체


정리. F가 유한체라면 char F는 소수이다. 

증명  분배공리와 소거법칙으로부터 따라 나온다. 

정리. F가 유한체이고 F ≤ E가 유한 확장일 때, |E| = |F|[E : F] 이다. 

따름정리. F가 유한체이면 |F| = pn (p는 소수)이다. 

유한체의 분류. 임의의 소수 p와 자연수 n에 대해, 

1. ℤp의 대수적 폐포에서 xpⁿ = x는 pn개의 서로 다른 근을 가지며, 이들은 크기가 pn인 체를 이룬다. 

2. 크기가 pn인 체는 1의 체와 동형이다. 

증명 

1. xpⁿ = x가 중근을 가지지 않음을 보이기: 다음의 보조정리로부터 따라 나온다. 

1. 보조정리. gcd(f, f') = 1이라면 f는 중근을 가지지 않는다. 

2. xpⁿ = x의 근들이 체를 이룸을 보이기: 이항정리로부터 따라 나온다. (cf. Freshman exponentiation) 

정리. char F = p인 체 F에 대해, σ: x ↦ xp는 자기동형사상이다. σ를 프로베니우스 사상이라고 부른다. 



6. 체의 자기동형사상 

켤레


정의. F ≤ E가 확장체라고 하자. α, β ∈ E에 대해 α와 β의 최소다항식이 같을 때, 둘을 켤레라고 한다. 

켤레동형사상 정리. α, β ∈ E가 켤레일 때, ψ: F(α) → F(β), α ↦ β인 동형사상이 존재한다. 

갈루아 군


정의. F ≤ E가 확장체라고 하자. 자기동형사상 σ: E → E에 대해, σ|F = idF 일 때 σ ∈ Gal(E/F)이다. Gal(E/F)는 
합성 연산 하에서 군을 이루며, 이 군을 갈루아 군이라고 한다. 

예시. F = ℚ, E = ℚ(√2, √3)에 대해 σ: √2 ↦ -√2, τ: √3 ↦ -√3은 Gal(E/F)의 원소이다. 

정의. S가 Aut(E)의 부분집합이라고 하자. S에 의해 고정된 체 ES를 { x ∈ E | ∀σ ∈ E : σ(x) = x }와 같이 정의
한다. ES는 자연스러운 방식으로 체를 이룬다. 

Remark. 

1. F ≤ EGal(E/F) 

2. F가 char F = p인 유한체일 때, 프로베니우스 사상 σ에 대해 F<σ> = ℤp이다. 



7. 분해체 

정의


PID의 정의. 정역 D의 모든 아이 



8. 갈루아 이론 

정의


PID의 정의. 정역 D의 모든 아이 



9. 오차방정식의 비가해성 

정의


PID의 정의. 정역 D의 모든 아이 
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